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方位の変化が2π に比べ小さいかどっかである。 Zeemanエネルギー V= n，jLF.Bを考慮すると、






具体的な磁気トラップとしては、図 1に示すような Ioffe-Prichard (IP)トラップが挙げられる o
四本の線電流がxy方向に四重極磁場B上 =B上(xcos( -8) + Y sin( -8)を作り、ヘルムホルツコ
イルがz方向の磁場Bz=三(Bo+ B" z2f2)を作っている。 z方向の閉じこめは xy方向の閉じこめ
に比べて緩く、また、トラップの中心付近では B上旬 B'rと近似できて、
( B'r cos( -8) ¥ 
B(r) = Bz十B上回 IB'r sin( -8) I 
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具体的に F= 2，m = 2の状態の回転を見てみよう oBzの反転により、スピンは軸合=xsin8+ 。cos8の周りに π回転する(図 2)。この回転をオイラ一角を用いて表現すると、 α軸周りの角度
ゆ回転を冗α(ゆ)と書いて、冗Z(-8)九(π)冗z(8)と表される。これを状態 12)に作用させると、
民(-8)句作用z(8)12) = eiFz{}e-iFy7re-
= e-2i{} eiFz{} e-iFy7r 12) 
ニ e-2i{}eiFz{} 1-2) 
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となるoMは原子の質量である o V(r)は外部ポテンシャルを表すが、ここでは式 (2)のトラップ
ポテンシャルを念頭に置いている o U(r， r')は位置rとピにいる原子間の相互作用を表している o
想定する系は非常に希薄であるとして、ここでは接触型ポテンシャル
U(r，r') = g6(r -r')， 
? ?
? (5) 
を用いる o十分低温では S波散乱のみが効き、相互作用の強さは s波散乱長αにより記述される o
本論文では斥力相互作用する原子を考えているので、以後、 α>0に限定して話をすすめる o代表
的な原子の散乱長としては、 23Na:2.6 nm、87Rb:5.6 nmであることが知られている o
ハミルトニアン (4)より、{むに対する Heisenbergの運動方程式は
δ世(r，t) r ~.t_ "'-¥ ;> 1 厄一一一一=I 'l1(r， t)， KI δt L-，--n--J
/ 1;2¥ 
=(-LV+V(r)-μ)~ 十点↑鈍 (6) ¥ 2M. .. ，-/ ，. J 
となる o 系の大部分が凝縮状態にあるとすると、場の演算子は凝縮部分(r)δ。と非凝縮部分(ゆ
らぎ部分)ゆ(r)に分けて
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となる o 右の等式が超流動速度 Vsの定義式であり、超流動速度は位相の勾配で表わされる。この
ような速度場はポテンシャル流と呼ばれ、





メvs.ds = ! f ¥7ψ ds =長2πL=κL
(L = 0，土1，土2，・・・)
(17) 
と表され、 κ(三 h/M)を単位として量子化されていることがわかる。 Lを渦の量子数と呼ぶ。




s =一 L()よ~7rr (18) 
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次に、式 (8)の非凝縮成分Jを考え、励起状態を求める Bogoliubov方程式を導く。式 (8)をハ
ミルトニアン (4)に代入してぷの2次まで展開すると、 Bogoliubovハミルトニアン
r / t ;ヲ¥






が得られる octの一次の項は、世が式 (10)の定常解であるとすると消えるo式 (22)がみθにつ
いての二次形式であることから、次の一次変換によりハミルトニアンの対角化を考える。
ぷ(r)= eicp(r)ど(u刈 (23a) 
3 




[αj，α1] = djk 
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D三一長[V+ iV<p(小川r)-μ 
を考えると、固有値ωjがすべて実数である場合は4規格直交関係
J dr (UjUkーが)= djk 






ん=Jげ (r)(-孟V2+ V(r)-μ+伊12)w(r) 
一平'jJ dr 1勺(r)12十字rイdr(IUjI2 -IVjI2)αJα3 問
と対角化できる o式 (25)の対称性から、 (Uj，Vj)が固有値ωj(ここでは実数に限る)の解であれば
(ザ，uj)は固有値一時の解となり同じ状態を表す解が二つずつ得られるが、式 (27a)のように規
格定数を正にとることで重複をさけている o このとき式 (28)より怖が励起エネルギーに相当す
ることがわかる o また式 (10)より、 uo(r)= -vo(r) = 1申(r)1は式 (25)の固有値ω0=0の解に












θw r n2 _'> 1 _ _ '> / '> '> • '> ，>， 47rn2α '> 1 iñ~; = 1-~~ v2 + ~Mw~o (X2 + y2 +入2Z2)+万一|宙12ーμ|世 (29) 
と書ける。ただし、トラップ中心での Zeemanエネルギー 2niμBoだけエネルギーのゼロ点をずら
した。入は T方向と z方向の閉じ込めの強さの比であり、第 1節で紹介したIPトラップでは入<<1 




的)= (北)μ叶主主~Z2) (30) 
で近似できるoただし句O言、/n/2MωHOと定義した。そこで秩序変数を曽(r，t)三 ψ(x，y， t)ψz(z) 
とおいて式 (29)に代入し、 z方向に積分すると、





とおいた。 Jdzlψzl2= 1であることから ψ(x，y， t)は全粒子数で規格化されて、




WHOt一→ t， (会主)→(x，y)， αHOψ ， マ7→ ψ μ 一ー一一一→ IJ.hωHO (34) 
により変数を無次元化しておく o この変換により、無次元化したい，y)空間でのGP方程式
十[-(::2十手)+ ~(X2 + y2) _μ+叶 (35) 















ψo(T，O)=A(T)etLhL =O，LZ---， (36) 
と書けるo超流動の流れる方向を決めて L三0に限定したが、一般性は失われない。 (r，O)は二次
元極座標であり、また式 (35)より A(r)は
[V(L) +ηA(r)2] A(r) = 0 
d2 1 d L2 1 'l 









ψ(r， 0， t)= [A(r) + f(r， 0， t)]eiL() (40) 
と変形する ofがOに関して周期2πの周期関数であることを考慮すると、 fはフーリエ級数を用
いて
f(r， 0，←2:[叫(r，似 ( 41) 


















































ことがわかる o これらに対応する摂動が加わると一方は成長し、もう一方は減衰する o 成長する
モードはたとえ無限小でも加わると指数関数的に成長し、秩序変数はψ。からどんどんずれていっ




ここで、式 (43)の固有解の性質をまとめておく [26]。まず、式 (43)の固有解には位相の任意性
があるが、固有値が実数である場合には Wlnが実関数になるように位相を決めることにする。固
有値が複素数である場合は Wlnも複素関数になる。この位相については後で決めるo
式 (43)の解であるこつの固有モード Wlm，nを考え、固有値をそれぞれωlm，nとする o 冗tはエル
ミート演算子であり、 JoOOrd叩 mlWlm=jrTdTWMmnを満たすので、これと式 (43)を用
いて関係式
川一ωln)100 rdrwおWlm=。 (44) 
が導かれるo したがって、二つの固有状態が異なる固有値を持つ場合(ωlm=/:ωln)二つの状態、は
直交する o つまり、直交化条件は













Uj(r) =♂18U1n(r)， Vj(r) =♂18V1n(r )， ψ(r) = LB (48) 
を代入すると得られ、 eil8Wlnがー粒子励起の波動関数になっていることがわかる o 2.3節で述べ
たように、 Bogoliubov方程式同等価な二つの固有解が存在する o ハミルトニアンの対角項α;αj
の係数が
Wj J dr (JUjJ2 _JVjJ2) (49) 
となることから、規格化条件 (27a)を満たすものを採用すれば固有値仰を励起エネルギーとみな




2πfゆ (JUlnJ2-JVZnJ2) < 0 (51) 

































吋∞T川純l=吋∞日j何 =1 (55) 
と規格化される。 2つの複素固有値モード Wl，長;はどちらも他の実固有値モードとは直交してい














状態は D(L)A(r)= 0により決まる。この方程式の固有関数F!:(r)と固有エネルギー Efは解析
的に得られ、
F!:(r) = C~ rlL1ιhL1(r2/2) e-r2/4 









Efr = L + 1とおく o化学ポテンシャルの形からわかるように、渦度Lが大きいほとe渦のエネル
ギーは大きい。
式 (43)はη=0では相互作用項が消えて、独立したこつの固有値方程式



































IL -ll + 2n -Lである o
L=4，η=0の場合の励起スベクトルを図3にプロットした。図からわかるように、 1:; l :;2L-1 
ではεみ<0となるモードが存在するo これらのモードは励起の角運動量が負、つまり静止系からみ









せ[叫+'(r)( n +吋'(r)( n 1 (61) 
と展開すると、式 (43)を(αlvO，slνoγ ・1αlvN，slvN)に対する固有値方程式
N 




に書き直すことができる O ここで、 n= 0， 1，・.，Nであり、 A(γ)とμは式 (37)の数値解である O
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図3:量子数4の渦状態からの励起エネルギー。相互作用のないη=0でのl依存性を示している o













図 5に示した 1= 2での励起スペクトルを用いて、これを説明する o 図 5(a)， (b)には角運動量
2，-2を持つモードの励起エネルギーを、それぞれ実線でプロットしている o1 = 2の場合は常に
励起エネルギーが負のモード W2。が存在するので、その励起エネルギーの大きさーε2。を図 5(a)， 
(b)両方に破線で示している。また、複素固有値の現れるところでは、固有エネルギーの実部を点
線でプロットした。複素固有値を持つモードは必ず共役なペアで現れるので、点線部分には複素
共役な 2つの励起が対応している o 図 5(a)を見ると、ーε;。が他のスベクトルと交差するところ
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図 4:複素固有値の虚部の ηの依存性。 l= 6については、値が小さいため 1100x Imω|をプロッ
トした。図中で山ができているところには Imω ヂ0となる解、つまり複素固有値解が存在する o








う一方のモードは角運動量が 2 であればよく、 ε5。の変化にあわせて w~O' W~l' W~2 ， ...と順に変
わっていく oそのため図 4に示されるように、 η空間で複素固有値の存在する領域が次々と現れる
ことになる O
このような仕組みは、複素固有値モードのエネルギーと角運動量がともにゼロであるという 3.2





と書ける。ただし、複素固有値が存在する場合の系の固有解は長2， tu; であって W~l' W2。ではな
いことに注意しなくてはならない。





+R山 (αJ山 1ーαJmo一小川2(αJAo+α凶 v20)似)
となる o ただしここでの2ブは凝縮体自身に対応するモードおよび(入，1，n)= (u，2，1)，(v，2，0)に




にゼロとなるような 2つの励起モードが必要で、これらの 2つのモードが組み合わさって 2つの
複素共役なモードとして現れることがわかった。全エネルギーがゼロになるためには一方の励起
エネルギーが負である必要があり、その値がηを変えたときにどう変わるかをみれば、複素固有
値が現れるかがわかる o そこで、この節では負の固有エネルギーの η依存性の定性的な振る舞い
について考えることにする。
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図 5:1 = 2の励起スペクトルの η依存性。正負の励起エネルギーと複素固有値の実部をまとめて
プロットした。実線は正の励起エネルギーを示し、 (a)には角運動量2の励起、 (b)には角運動量
一2の励起についてプロットした。各励起スペクトルには、動径方向の量子数η、角運動量の絶対
値l、角運動量の符号を表す記号 U，Vによりεrとラベルを付けている。 1= 2の場合には負の励
起エネルギーε;。が存在するので (a)，(b)両方に破線で-ε;。をプロットしている O また、複素固









ネルギーの η依存性は {l，n}によっても異なっている oたとえばl= 4での最低の励起エネルギー
d。は ηの関数としてみたときに傾きが大きく、次々とεLと交差して細かい間隔で複素固有値が
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図 6:励起スペクトルのη依存性。 (a)'"'-'(g)の順に l=1"， 7のスペクトルを示す。縦軸は払)HO
を単位とした励起エネルギーである。各図には正の角運動量を持つモードの励起エネルギー ε払を


























































と書ける o Bogoliubov方程式についても同様に T→ Oでの振る舞いをみると、 GP方程式との類
似性から、渦芯付近の構造が
Ul(γ)応 T|L+ll， Ul(T)回 rlL-l1 (68) 
となることがわかる o したがって、摂動が加わった波動関数を Tで展開すると、最低次は
ψ^-' 8 rlL-l1♂(L-l)8 (69) 
という形になる。つまり、量子数L-lの渦が中心に位置することになる o 一方、粒子数密度を 6
で展開した形





























υ叫Z(ヤ円ゆ刊，tの) = A5z討ずrE戸yf4ψず仰"戸戸ぺ2埼$吋0俳q医， ( 
とかける o さらに、 wz(r，t)を各lについての式 (43)の固有解で展開し、


































V川 =jT2M叫 0)] (78) 
と変形することにする。このように摂動の対称性を決めることによって、 l= lvのモードが選択的




の存在しない場合(η=500)、l= 2，3，4の複素固有値が単独で存在する場合(η=200， 730， 590)、
および3種類の複素固有値が共存する場合(η=340)について、それぞれ時間発展の様子を調べ
た。 l= 5，6の複素固有値モードについては、複素固有値の虚部が非常に小さく存在領域も狭いた























して、ここでは η=730の結果を示す。 η=730では1=3の複素固有値モードが存在し、図 6(c) 
から長3=方(w!h+ iW30)と表されることがわかる。この複素固有値モードに合わせて lv= 3の
摂動を加えた後のγふの変化を図 10に示す。 (η=730で1vヂ3の場合には複素固有値モードが励





ると成長は途中でとまり、代わりにこれと複素共役なモード (1守fl)が成長しはじめる o この 2つ
のモードは互いに相互作用しながら振動する o またこれらのモードが増加すると、非線形効果に
より他の励起モードも次第にふえてくる o このとき、複素固有値モードとの相関が強い 1= lvの
モードが選択的に増加する。(ただし、 1v= 2の場合は、非線形効果により 1=4の実固有値モー
ドも成長する。)













































図 1:図 10中の (a)点A，(b)点B，(c)点Cに対応する凝縮体の粒子数分布。白が粒子数密度の
大きい領域、黒が小さい領域を表す。摂動を切った直後の (a)では密度分布は定常な分布からほと
んど変化をうけていないが、複素固有値モードが成長した (b)では渦が4つに分裂して、三国対称、
な形に並んでいる o また複素固有値モードの振動にあわせて、 (c)のように渦が再び中心に集まろ
うとする様子が見られるo
図 12:l = 2，3，4の複素固有値が共存する η=340での分裂の様子。加えた摂動は (a)lv = 2、(b)
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